
















§1.は じ め に
Thermoficlddynamicsel,有限温度 の系を あつか う場の量子論 のひ とつ の形式 として,
梅 沢 と高橋 に よって提唱 された1)。
場 の量 子論に温度を導入す る方法 としては,松 原に よる虚数 時間の形式 が よ く知 ら れ て お
り2,,多くの問題に応用 されてい る。 しか し,こ の方法 は,時 間に依存 した現 象を と りあつ か
うためには,虚 数時間で計算 された量を実時間 に解析接続 する必要が あ り,そ の手続 きは必ず
しも容易 ではない。 そのため,積 分路そ のものを解析接続 して,実 時間の ままで温 度 グ リー ン
関 数を計算 しよ うとす る方法が,SchwingcrやKeldyshによって提 案さ れ てい るがs}・4),時
間 順序積 と反時間順序積を混ぜ て用 いてお り見通 しは よ くない。
これ らの方法 に くらぺ て,梅 沢 たちに よるthermofielddynamicsは,通常 の場 の量子 論 の
形式 の 自然な拡張 と して,有 限温度 の場 の量 子論 を定式化 しよ うとす る試 み で ある。Thermo






として与 える よ うな状態 ベ ク トル10(β)〉 を考 え る こ とに ある。
簡 単のた めに,系 のハ ミル トニア ンHの 固有 状態(離 散 的 な 固有 値Enに 属す る),
Hln>=Enln>'(1.3)





まず,2つ の ψ のテ ンソル積で定義 され る空間 彫=ψ ⑧ ψ を考 える。 物理量 を表 わす ψ
の上 の演算子Aは,λ ⑧1と して 自然 にevの 上 の演 算子 と同 一視 で きる(以 下 では,こ れ
も同 じ記号Aで 表わす)。梅沢た ちは,式(1,2)を み たすIO(β)〉は,orに 属す る次の










とな って,(1.1)の右辺 に一 致す る。
混 合状態 であ るGibbs状態 を,純 粋状態lo(β)〉 で書 き表 わす しか けは,状 態空 間 の 二
重化 に ある。 それに ともな って,演 算 子 も二重 にな る。 す なわ ち,ψ 上 の演算子 λ に,彫
の上 の二つ の演算子 』⑧1と1⑭Aが 自然 な形で対 応す る。 小 嶋は,Haagた ちによ るC*
代数を用 いた統計力学 の定式化 とthermo丘elddynamicsの関 係を調べ,上 記の二重化が作
用素代数 の冨 田一竹崎理論 と密接 に関係 してい る ことを指摘 して いる5)。
こ うして,演 算子の二重化 とい う煩 雑 さはあるが,熱 平均 を 之一 種 の"真 空期待値 と して書
き表せ たおかげ で,thermo丘elddynamicsでは,通 常 の場 の 量子 論の形式 が,ほ と ん どそ
の ままの形 で成 りた ってお り,従 来の場 の量 子論 での知 見が,有 限温 度 の系 の分析 に有効 に応
用 され てい る。 そ うした議論 の詳 細につ いては,こ こで は文献6),7)にゆず ることにす る。 ま
た,松 原の方法,Keldyshたちの方法 とthermo丘elddynamicsの間 の関係は文 献8)に く
わ しく論 じられ ている。
そ の よ うな成 果をふ まえて,近 年,thermo丘elddynamicsを熱 平衡 にない系 に まで適 用
で きる形 に拡張 しよ うとす る試 みが い くつかな され て い る9～14}。この論文では,こ れ らの仕事
でtt非平衡thermofielddynamicsの基本的 な要請"と して要 求 されてい るい くつか の命題
を,自 然な形 でみた してい る枠組を構成的 につ くるひ とつ の方法 を提案 する。
§2'では,以 後の便利 のため に,非 平衡系 のdynamicsを密 度行 列を用い て 書 き表 わす方
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法 を簡単 に復 習す る。 §3で は,与 え られた密度 行列 ρ に対応 した状態IG>(平 衡 系 の場
合の10(β)〉の一般化)を,も ともとの高橋一梅 沢の アイ デアに近 い形 でつ くる。 さらに,モ
ジ ュラー共役変 換をひ きお こす演算子 ノ を導入 し,そ れに よってtilde変換を定義す る。そ
うす ると,論 文13)で,松 本力い ヒ非平 衡thermofietddynamicsの公理"と して与 えた命題
が導出 され るこ とを示す。§4で は,Fermi型の演算子を含む場合 について述 べ る。 最後に
§5で,摂 動論 のcausalな定式化 が可能な ことを示す。
§2.密 度 行 列 の 方 法
ある物理系 の状態 は,一 般 的には,密 度行列 とよばれ る次 の ような演算子であ らわれ る。す
なわ ち,そ の状態 にあ る系で物理量 オ を測定 した とき,結 果 の期待値 〈」〉 が,
<A>=・TrρA(2.1)
と与 えられ る ような正定値 の演算子 ρ で あ らわ され る(た だ しTrρ=1と 規格 化 した)。
系が平衡状態 にない ときには,密 度 行列 ρ は一般に時間 とともに変化 す るが,そ の運動は
量 子論的 なLiouville方程 式
訪嘉 一[H・・](2.・)
に したが う。ただ し,Hは 系のハ ミル トニア ンで ある。
状態をあ らわす ρ が時間変化 を してい るとい う意味で,式(2.2)はSchr6dinger表示で
の記述にな って いる。 これ を,物 理量Aが 時間変化す る ようなHeisenberg表示に書 きかえ
ることもで きる。









と書 きかえ られ る。ただ し,
Aπ(t)=eitH/hAe-itHln
は,物 理量AのHeisenberg表示 で,運 動方程式
ih∂舎(t)==[A.(の・H〕(2・ ・)
に したが う。
前 節で述べた ように,thermo丘elddynamicsの鍵 となるアイデアは,・式(1.1)で与 えら
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れ る温度平均 を,式(1.2)の よ うに期待値 で書 きあ らわす こ と に あ っ た。 し た が っ て,
thermofielddynamicsを非平 衡系に拡張す るためには,同 じように,非 平衡 系 で の平均値
(2.4)を期待 値 の形に書 きか える ことが必要であろ う。 次の節では,適 当な空 間 とその中のベ
ク トルを定 義 して,こ の書 きかえを実 行す る。
§3.非 平 衡thermofielddynamics
密度行列 であ らわ され る状態 は,一 般 には混合状態 であるか ら,状 態ベ ク トル空間 ⑫ の元 に
よって,平 均 値(2.4)を期 待値の形 に書 くことはで きな い。 期待 値の形に 書 くためには,平
衡系 の場合 の 彫 の ように,よ り大 きな空間 を考 え る必 要 があ る。 そ こで,ま ず,次 の よう
な空間 を考 えてみ よ う。
2つ の添字 を もつ正規直交系{φ 。m}n,m=、,2,3...を考 え る:
(φkt,φmn)=δkmδtn.(3.1)
ム
そ して,こ の直交系{φnm}によって張られる空間を ◎ とする。
物理量をあらわす演算子(状態 ベクトル空間 Φ の上の自己共役演算子)∠ に対 して次の
バ




に よってA'の 行列要素 を定 め る。 これ によって,ψ 上 の演 算子の集 ま.りがつ くる代数が ψ
ム
上 の演算子 の代数に埋 め込 まれ る。 この よ うに して埋 め こまれた ◎ 上の演算子 のつ くる代数
を 班 と書 くことにす る。 また,簡 単 のために,以 下 では上 のA'を もとの演 算子 .(4)ニヒの)
と同 じ記号 メ で書 く。
〈
次に,ψ 上 に次の よ うな演算子 ノ を定義す る:
ノΣ6。m¢。m=ΣC。m*φ励.
nmnm
ただ し,C*はCの 複 素共 役を意味す る。
定義か ら容易 にわかる よ うに,こ の 」 は次のよ うな性質 を もってい る
」2=1, ム
(」φ,」 ●)=(φ,●)*,φ,T∈4).
命 題3.lAを 衷 の 元 とす る と,
(φkl,JA.Jφmn)=(Atn)*δkm.




命 題3.2Aを 衷 の 元 と す る と,
(ノシ4ノ)t=IAV.













こ の 命 題 か ら,λ'が 自 己 共 役 な ら,ノ 遵ノ も 自 己 共 役 で あ る こ と が わ か る。
命 題3.3班 に 属 す る任 意 の 演 算 子A,Bに つ い て,AとIBJは 交 換 す る:
[A,JBJ]==O.(3.8)
ヘ ム








この命題は,Ut'..,1'utJとす ると,瓢 の元 とWの 元 はつねに交 換す るこ とを意 味 し て い
る。 また ノ2=1で あ るか ら,班 は代数 と して 瓢 と同 じ構造 を もってい る。す なわ ち,ma
=cな らば,JAJIJBlr.IC1とな る。
簡単 のために,別 の元はすぺてBose型 の演算子 である として(Fermi型を含む場合への






と書 きあ らわせ る。 これ は,松 本 がtildeconjugationrulesとして列挙 した もの(論 文(13)
の式(2.1),(2.2))に他 な らない。
以上 を準 備 として,平 均値(2.4)を期待 値 と して書 きあらわす問題 を考 えてみ よ う。 密度
ム
行列 ρ。が与え られてい る,そ れ に応 じて,次 の ような ψ のベ ク トルを考 える(以 下,簡 単
のために ρ の添字0は 省略す る):
φρ=Σdφnn.(3.9)
ただ し,∠=ン ㌃ を意 味す る。 密度行列 ρ は正定値演算子 であ るか ら,っ ね に ρ の 平方
根 は定 義で きる。 この φρが,平 均値(2,4)を 期待値の形 に書 くベ ク トルにな ってい る。
命題3.4Aを 班 の元 とす る と,
(φp,Aφρ)=Tr(ρA).(3.10)
た だ し,右 辺のTrは む でのtraceを意味す る。








また,こ の よ うに して導入 され たベ ク トル φρは次 の条 件をみた してい る。
命 題3.5Aを 衷 の元 とす ると,
AAφ,=Jd・4†JφP.






















これ は,左 辺 と ¢klの内積に一致す る。φklは完全系{¢mn}の 任意の元で あるか ら,(3.ll)
がな りたつ。
A==JA.Jとい う記 法をつか うと,(3.ll)は,
dA¢P=dA†φP
と書 け る。AをBose型 の演 算子 とす る と,こ れは,松 本がthermalstateconditionとよ
んだ条 件(論 文(13)の式(2.5))と一致 する。熱平衡状態 の場合 には,こ の条件がKMS条
件(Kubo-Martin-Schwingerの条件)tc-…致す ることは よ く知 られ ている5)。
へ
この節を終 る前 に,種 上 の演算子 としてみた ときの物理量 の時 間変 化についてふ れ てお こ
う。Aが 衷 の元であれば,Heisenberg表示でのAの 時 間発 展は,運 動方程式(2.5)にし
たが ってお こる:
訪 ∂鵠(t)一』(の,Hユ
両辺 の エル ミー ト共役 を と り,ノ で は さむ と,
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と書 くことにす る と,(3.8)に注意 して,上 の2つ の方程式を
鏡∂等 ω一極 ・ω,角
とまとめ るこ とが で きる。 ただ し,H=H-IHI.
最後に,・4が 衷 の元であれぽAπ(の も 衷 の元で あるか ら,(3.10),





平 衡系のthermofielddynamicsで}ま,Fermi型の演算子(Fcrmi場の奇 数個 の 積 から
なる演 算子)λ,β に対 しては,反 交換関 係
[A,B]+==O(4.1)
が な りたつ と している6}。AとZを 共通 に と りあつか うためには,非 平衡 の場合 に もこの条
件 がな りたつ ことが望 ま しい。 しか し,命 題3.3の証 明にみ る ように,A,Bが 衷 の元 であ
れ ぽFermi型 であ って も,交 換関係(3,8)が な りたつ。 したが って,Fermi型 の 場 合に
も.A・=.IA,Tとす ると,(4.1)がな りたた ない。 そのため,Fermi型演算子 に対 しては,Anyの
定義 を変 更す る必要が ある。
その変 更は,Klein変換を用いた小嶋 の方法 を5),いまの場合 に拡 張す ることでで きる。
ム の
まず,次 の よ うな性質を もつ ψ 上の演算子 θ を考 える:
θAθ=σA(4 .2)
ただ し,AがBose型 ならぽ,σ=1。Fermi型な らぽ σ=-1と す る。 さらに,θ は
/θ==θ11,θ2==1(4.3)
をみたす とす る。
この ような θ は,Fermion数の演算子Fを 使えば,次 のよ うにつ くれ る:
θ==eiπ(F-JFJ)=eixFJTeixFl(4 .4)
密度行列 はBose型 であ ると考 えて よいか ら,θ が(4.4)で与 え られてい るとすれば,
θφP=φρ(4 .5)
そ こで,Fermi型の演算子に対 しては,五 を次 の ように定義 す る:
A=-iJA.1θ,
(A†)～=-ilA†/θ=(互)†(4.6)
この よ うに,Aを 定 義する と,Fermi型の演算子A,Bに 対 して,(4.1)がな りたつ こと







上 の よ うに定義 された 五 が,前 節 で述 べたtildeconjugationrulesをみたす こ とは容易




さらに,AがFermi型 で ある とす る と,条 件(3.11)は
dAφP=iAANtφP
と書 きか えられ る。 ここで,(4.5)およびdがBose型 である とい うことを使 った。 この式
は松 本 のthermalstatecondit・ion(論文(13)の 式(2.5))と一致 して いる。
こ うして,Bose型に対 しては,Zrμ ノ,Fermi型に対 しては,A=-iJA,TθとしてAを
定義 す る と,前 節で導入 した枠組 が,論 文(13)で 松本が提唱 した公理 のすぺ てをみた してい
る ことが証 明された。
§5.摂 動 論 のcausalな 型 式
場 の量子論 における摂動計 算では,フ ァイ ンマ ン ・グラフを用 いる方法 が きわめて強力であ
る。 非平衡thermofielddynamicsにおいて も,フ ァインマ ン ・グラフの技法が可能 であれ
ば,具 体的 な問題への応 用の上で非常 に有効 である と考 え られ る。 そのためには,摂 動展開 の
各項がcausalな形 にな るこ とが必 要で ある。すなわ ち,Heisenberg表示で の場 の 演算子 の
τ 積 を相互作用表示で書 きかえた ときに,再 び τ 積 の形 に書 ける ことが 必要であ る。前節 ま
で に述べ て きた理論 形式 が,こ の要求 をみた している ことを以下 に示 す。 この こ とは,わ れわ
れ の理論形 式が松本 の公理をみ た してい ることか らほぼ 自明で あ り,論 文(13)で の松本 の議
論 をわ れわれ の枠組で くり返す ことにな る。
出発 点 と して,考 えて いる系 のハ ミル トニアンHは,非 摂動 部分H。 と摂動 部 分Hhの
和 で書けて いる と仮定 しよ う:、
H=Ho十H,.(5.1)
それに応 じて,式(3.13)の右辺に現れ るHも 非摂動 部分 と摂 動部分の和で書かれ る:
H==Ho十H■.(5.2)
ただ し,H。ニH。一ノHol,H1・=H,一ノHiJ・
次 に,相 互作用表 示での演算子Aa(t)を導入す る。 そ れは,時 刻 彦=一τでHeisenberg
表示 に一致 し,非 摂 動 ハ ミル トニア ンH。 で時間発 展す る演算子 として定 義 され る。す な わ









を 意 味 す る 。
こ の 初 期 値 問 題 の 解Aa(り は,Heisenberg表 示 で の 演 算 子AHa(`)(方 程 式(3.13)を み
た す)と 次 の よ うな 関 係 に あ る:
Aa(t)=eiH.・(t+τ)e-iH(t+r)AHa(t)eiH(t+τ)e-iH・(t+r)(5.5)
こ こ で,次 の よ うな 演 算 子 σ α,〆)を 定 義 す る:
σ(t,〆)=eiH・(t+r)e-iH(t+t)eiH(t'+・)e-iH・(t'+・)(5.6)
そ うす る と,(5.5)は
AHa(の=σ(一 τ,t)Aa(のσ(t,一 τ)(5.7)
と 書 け る 。




ま た,定 義 式(5.6)を で 微 分 す る と,'
i－㌃o(ち 〆)-a・(t)元〆)1
た だ し,右 辺 のH■(の は,相 互 作 用 表 示 で の 摂 動 ハ ミ ル トニ ア ン,
H■(t)==eiH・(t+r)Hie-iH・(t+r)
で あ る 。(5.8)に 注 意 し て,微 分 方 程 式(5.11)を 解 く と
・(・〆)一τ・xp[一聯(・)ゐ]







さて・そ こで,Heisenberg表示 での演算子 のT積 の ¢Pで の 期待 値(causalGreen関




と書け る(τ〉 力〉 一τを仮定 した)。
右辺 に現われ る因子 σ(一τ,τ)のた めに,こ の ままでは,右 辺は τ 積 の期待 値にはな っ
ていない。前述のKeldyshの方法 で4),反時 間順序積を考 えなければ な らなか ったの も,同
じ理 由か らであ る。





と書 け る。ただ し,
'U(
t・〆)一 ・'H・(t+t)・一'H(t+T)e'H("+「)・一泡 ・(t'+「)(5・16)




こ こ で,d-1がdUと 交 換 す る こ と,お よ び
4-1φρ=d-'φP
を 用 い た 。 こ の 等 式 は,(5.ll)でA=1と し,4-1とd-1が 交 換 す る こ と に 注 意 す れ ば,
得 ら れ る 。
さ ら に,(5.9)に 注 意 す る と
φρ=AU(t,〆)σ(t,〆)d仁1ψp
=∠tu(t,〆)∠t-iφρ(5 .18)
が 成 りた つ 。
し た が っ て,(φp,T(AHαi(ti)…AHan(tn))φp)のか わ りに(φp,d-iT(AHat(ti)…AHan(tn))







と 変 更 さ れ る 。
松 本 に な ら っ て1S,,
Aα(のσ=A-iAa(t)d(5.19)




と 書 け る。
以 下 は,通 常 の 摂 動 論 の よ う に,U(τ,一 τ)σをHt(t)σ に つ い て 展 開 す れ ば,振 動 の 各 項
がT積 の 期 待 値 の 形 に 書 け て,Wick展 開 が 可 能 に な る。
こ う し て,(5.19)で 定 義 さ れ るAa(り σ を 考 え れ ば,causa1な 形 で 摂 動 論 が 展 開 で き る こ
と が わ か つ.た。・
:§'6
.お わ り に
グ へ
正規 直交関係(3.1)をみ たす系{φm,m}によって張 られ る空 間 争 を考 え,そ の中にベ ク
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トル φρを(3.9)によって定 義す ると,¢pに よる物理 量の期待値は熱平均(2.4)に一致す
るこ とを示 した。
また,(3.3)と(4.2)で定義 され る ノ と θ を用 いて,
五一{㍊ ㌫::鐘'
とす る と,松 本が論文(13)で 列挙 した公理 のすぺてが満 たされ る ことを示 した。
さらに,(5.19)によって新 しい表示Aeを 定義す る と,こ の表示 では,摂 動論 のcausal
な形式 を展開 で きることを示 した。
以上 の議論 では,状 態ベ ク トル空間 ㊦'が可分で ある としたが,よ り一般 の場 合の検討や冨
田 一竹崎理論 との関係な ど,議 論 の数学的側面 の整備 は今後の課題 と したい。
また,Bogoliubov変換を出発点 とす る梅 沢たちの定式 化 とここでの形式の関係につ いては,
い ま検討中であ り,近 い将来 に論文 に したい と思 ってい る。
Thermo丘elddynamicsの提唱 者であ るAlberta大学 の梅 沢博臣教授に対 し,1987年4
月か ら8月 の期間,同 大学 にvisitingresearchprofessorとして滞在す る機会を与 え て 下 さ
った こ とを感謝 いた します。
本研究 は明治大学 科学技術研究所 の重点研究 の助成 を受 けて進 めた ものである。研 究所長は
じめ 関係 各位 に研 究の支援を感謝いた します。
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